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ΕΠΑ.Λ. Β’ ΟΜΑ∆ΑΣ 
 
 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΙΙ 
 
 

 
ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 

 

 
ΘΕΜΑ 1 

Α. Βλέπε σχολικό βιβλίο σελίδα 194, το θεώρηµα ενδιάµεσων τιµών. 
 
Β. Βλέπε τον ορισµό στη σελίδα 279 του σχολικού βιβλίου. 
 
Γ. Βλέπε σελίδα 246 του σχολικού βιβλίου, αµέσως µετά την διατύπωση του 

θεωρήµατος Rolle. 
 
∆. 1. Σωστό. Βλέπε στο σχολικό βιβλίο σελίδα 91: � �  � � � 2�    µε  � � �	
��. 

2.  Λάθος.  Βλέπε σχολικό βιβλίο σελίδα 185 µε α � 	:    ������∞
	� � 0�

3. Λάθος.  Βλέπε σχολικό βιβλίο σελίδα 142:  ��/� � �   ���  � � �, ��  
�� ! 0 " 
4. Σωστό. Βλέπε το ΣΧΟΛΙΟ στη σελίδα 218 του σχολικού βιβλίου. 
5. Σωστό. Βλέπε στο σχολικό βιβλίο σελίδα 336 τον τύπο της 

ολοκλήρωσης κατά παράγοντες. 
 
 
ΘΕΜΑ 2 

α. i. Η f, ως πολυωνυµική, είναι συνεχής και δύο φορές παραγωγίσιµη στο # 
µε $ ΄
��  �  12��  �  24 &� �  & − 1,�$ ΄΄
��  �  24� �  24&        �
Επειδή στο x0 = − 1 παρουσιάζει καµπή, είναι f ΄΄(−1) = 0: $ ΄΄
−1�  �  0 ⇔ − 24 �  24& �  0 ⇔ & �  1 

�

ii. Επειδή λ = 1 είναι $
��  �  4��  �  12��  και $ ΄΄
��  '  0 ⇔ 24� �  24 '  0 ⇔ � '  − 1�$ ΄΄
��  (  0 ⇔ 24� �  24 (  0 ⇔ � (  −1 
Εποµένως η  f  είναι κοίλη στο διάστηµα (−∞, −1] και κυρτή στο  
[−1, +∞). 
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β. Θέτουµε ) �  $
��. Επειδή  lim���� $
�� � lim����
4�� � 12��� � 0 
είναι lim����

 -�$
�� $
�� � lim���
-�)) � 1 

 
γ. i. Η ζητούµενη αρχική είναι η .
�� = ��  �  4��  �  /,   � � # 

µε c σταθερά, γιατί για κάθε � � # .′
�� � 
��  �  4��  �  /�′ �  4��  �  12�� � $
�� 
Το σηµείο (0, 1) ανήκει στην γραφική παράσταση της ., οπότε .
0�  �  1: .
0�  �  1 ⇔ / �  1�
Εποµένως .
�� � ��  �  4��  �  1 ,  � � # 

 
ii. Βρίσκουµε τις ρίζες της συνάρτησης:  
 $
��  � 0 ⇔  4��  �  12�� � 0 ⇔ 4��
� � 3� � 0 ⇔ � � 0 ή � � 13 

Το ζητούµενο εµβαδόν Ε ισούται µε το ολοκλήρωµα 2 � 3 |$
��|5��

��
 

Στο διάστηµα 613, 07 είναι $
�� = 4��
� � 3� ≥ 0, άρα  2 � 3 $
��5��

��
 

Τότε 2 �  .
0� − .
13�  �  1 �  26 �  27 :. ��
 
 
ΘΕΜΑ 3 

α. i)   Θέτουµε στη δοσµένη σχέση � �  
 
�  και παίρνουµε: $
-� ;4� � $
<=> ;4� � 1 ⇔  $ ?√22 A � $ ?√22 A � 1 ⇔ 2$ ?√22 A � 1 ⇔   

$ ?√22 A � 12 
Πάλι, µε x = 0 παίρνουµε: $
-�0�  �  $
<=>0�  �  1 ⇔ $
0�  �  $
1�  �  1 

 
ii) Θεωρούµε την συνάρτηση g: [0, 1] → #  µε   
��  �  $
��  �  � –  1, για κάθε x∈60, 17 

  



Ï
Å
Ö
Å

È
Å
Ì
Á
Ô
Á
 
2
0
1
1

Επαναληπτικά Θέµατα ΟΕΦΕ 2011 

Οµοσπονδία Εκπαιδευτικών Φροντιστών Ελλάδος (ΟΕΦΕ) 

3

3
�

 
• Η g είναι συνεχής, ως άθροισµα συνεχών συναρτήσεων� της  f, και της 

x – 1. 
• Είναι  
0�  �  $
0� �  1  και  
1�  �  $
1�     � ��� 1 1 $
0�,  οπότε  
0�  D   
1� = 1 6$ 
0� �  172   (1) 

∆ιακρίνουµε τις περιπτώσεις: 
 
1η περίπτωση: 
Αν  f (0) = 1, τότε από (1) ⇔  
0�  �  0 ή   
1�  �  0.  Η   θα έχει ρίζα 
το x0 = 0 ή το x0 = 1 
 
2η περίπτωση: 
Αν f (0) ≠ 1, τότε από την (1) είναι:  
0�  D   
1�  (  0. Εφαρµόζεται, 
εποµένως, το θεώρηµα του Bolzano για την g στο [0, 1], έτσι θα 
υπάρχει, τουλάχιστον, ένα x0∈(0, 1) τέτοιο, ώστε  
���  �  0. 
Σε κάθε περίπτωση, λοιπόν, υπάρχει ��∈60, 17, τέτοιο ώστε   
���  �  0 ⇔ $ 
���  �  �� �  1 �  0 ⇔ $ 
���  �  ��  �  1, 
το οποίο απόδειξε το ζητούµενο. 

 
β. i. Θεωρούµε την συνάρτηση h: #→ # µε  E
��  �  $
��  1 √2 � � 12 , � � # 

• Η h είναι παραγωγίσιµη στο #, ως άθροισµα της $, η οποία από 
υπόθεση είναι παραγωγίσιµη, και της πολυωνυµικής  1√2� � �

� ,  µε 
παράγωγο E΄ 
�� � $΄ 
�� 1 √2  

• Η h έχει ελάχιστο στο �� � √�
�  .  Πραγµατικά, είναι E ?√22 A � $ ?√22 A 1 √2 · √22 � 12 � 12 1 1 � 12 � 0   

Ακόµα, για κάθε  x � # $
�� G √2� 1 12   ⇔  $
�� 1 √2� � 12 G 0 ⇔ E
�� G E ?√22 A 

• Το �� � √�
�   είναι εσωτερικό σηµείο του πεδίου ορισµό της h. 

Εποµένως, εφαρµόζεται το θεώρηµα του Fermat, σύµφωνα µε το οποίο E΄ 
√�
� � � 0: E΄ ?√22 A � 0 ⇔ $΄ ?√22 A 1 √2 � 0 ⇔  $΄ ?√22 A � √2 

Η εξίσωση της εφαπτοµένης της f στο σηµείο µε τετµηµένη √�
�  είναι H 1 $ ?√22 A  �  $΄ ?√22 A · ?� 1 √22 A  
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⇔  H 1 12 � √2
� 1 √22 � ⇔  H � √2 � 1 12 
 

ii) Είναι  
f (0) + f (1) = 1 ⇔ f (1) = 1 – f (0) 

 και $
ηµx�  �  $
συνx�  �  1 ⇔ $
συνx�  �  1 –  $
ηµx�. 
 
Αντικαθιστούµε στο όριο και έχουµε:     ������

 $
1� 1 $
<=>�� -�� � ������
 
1 1 $
0�� 1 
1 1 $
-���� -��    � ������
 $
-��� 1 $
0� -�� 1 0    
I�    

 
Κάνουµε την  αντικατάσταση y = ηµx.  Επειδή lim���
 ηµx� � ηµ0 � 0 
τo y τείνει στο 0. ΄Ετσι ������

 $
-��� 1 $
0� -�� 1 0 � ������
 $
H� 1 $
0� H 1 0      
J� 

 
Επειδή η συνάρτηση είναι παραγωγίσιµη στο 0, από τον ορισµό  της  $΄ 
0� είναι ������

 $
H� 1 $
0� H 1 0 � $΄ 
0�                              
K� 
Στη συνέχεια θα υπολογίσουµε την $΄ 
0�. 
 
Παραγωγίζουµε και τα δύο µέλη της δοσµένης $
-���  � $
<=>�� � 1 
και παίρνουµε: 6$
ηµx� � $
συνx�7′ � 
1�′⇔  6$
ηµx�7′  � 6$
συνx�7′ � 0    ⇔  
ηµx�′$ ′
ηµx�  � 
συνx�′$ ′
συνx� � 0   ⇔  συνx · $ ′
ηµx�  1 -�� · $ ′
συνx� � 0 
Από εδώ, για x �  0 έχουµε 

συν0 · $ ′
ηµ0� – -�0 · $ ′
συν0� � 0⇔ $ ′
0� � 0. 
Εποµένως, σύµφωνα µε τις (2), (3) και (4):  ������

 $
1� 1 $
<=>�� -�� � ������
 $
-��� 1 $
0� -�� � $ ′
0� � 0 

 
ΘΕΜΑ 4 

Α. Θεωρούµε την συνάρτηση    
��  �  	� �  � �  1, �∈IR 
η οποία είναι συνεχής και παραγωγίσιµη µε παράγωγο  ΄
��  �  	� �  1, �∈IR 
Είναι        ΄
��  '  0 ⇔  	�

�  1 '  0 ⇔ 	�  '  1 ⇔ � '  0   και  
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 ΄
��  (  0 ⇔  	� –  1 (  0 ⇔ 	�  (  1 ⇔ � (  0 
Εποµένως η g, ως συνεχής στο x0 = 0:  
• είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστηµα 
1 ∞, 07,   
• είναι γνησίως αύξουσα στο διάστηµα 60, �∞�  
άρα, έχει ολικό ελάχιστο το g(0) = 0, οπότε   
��  G   
0� ⇔ 	�  �  � �  1 G  0 ⇔ 	�  G  � � 1, για κάθε x∈IR    
Από την παραπάνω απόδειξη συµπεραίνουµε, ότι η ισότητα  
��  �   
0� ⇔ 	�  �  � � 1 
αληθεύει ακριβώς όταν x=0, αφού η θέση ελαχίστου της συνάρτησης είναι 
µόνον η  x = 0.  

 
Β. α. i. Θέτουµε  u = x1xt, οπότε   du = 1xdt. Για t = 0 είναι u = x και για 

t = 1 είναι u = 0. Τότε: � 3 	�������5M �

�
� 3 	����
15)� � 3 	����5)�

�

�

�
� 3 	����5M�

�
. 

Τότε για κάθε x∈60, �∞� έχουµε: � � 3 	����5M �

�
� � � 3 	�������5M ��

�
3 	����5M �

�
� � 3 	����5M �

�
 

οπότε �	
�� � N�
�� � 3 	����5M�

�
 

Στην συνέχεια  � � 3 	����5M �

�
� � 3 	����5M ⇔ �

�
� � 
1 � �� 3 	����5M�

�
 

⇔
�1 � � � 3 	����5M �

�
 

Επειδή   	���� ' 0,  για κάθε x ≥ 0 είναι  O 	����5M �
� G 0, εποµένως �1 � � � �	
�� � N�
�� G 0, για κάθε x G 0 

 
ii. Βρήκαµε  �

��� � O 	����5M G 0�
� , οπότε P �1 � �P � Q3 	����5M �

�
Q � 3 	����5M �

�
 

άρα |�|√2 � 3 	����5M �

�
, για κάθε x G 0  

Σύµφωνα µε την σχέση αυτή και την δεύτερη από τις δοσµένες  είναι: 3 	����5M �

�
� 3 6$
M� � 	�7�

�
5M � $
�� 1 1    
R�,    Sια κάθε x G 0 

Επειδή η $ και η 	� είναι συνεχείς, θα είναι συνεχείς  
• η σύνθεση  	���� και  
• το άθροισµα  $
M� � 	�,  
εποµένως  οι συναρτήσεις που ορίζονται από τα ολοκληρώµατα 
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3 	����5M �

�
, 3 6$
M� � 	�7�

�
5M 

είναι παραγωγίσιµες µε ?3 	����5M �

�
A′ � 	����, ?3 6$
M� � 	�7�

�
5MA′ �  $
�� � 	� 

 
Παραγωγίζουµε και τα δύο µέλη της (1) και έχουµε:  ?3 	����5M �

�
A′ � ?3 6$
M� � 	�7�

�
5M � $
�� 1 1A′

 
ή, τελικώς: 	���� �  $
�� � 	� ,   για κάθε x G 0   

 
β. Για κάθε x� , x� G 0  από την (α.ii) έχουµε 	����  � �  $
��  � � 	��  ⇔ 	��  �  	����  � 1  $
��  � 	����  � �  $
��  � � 	��  ⇔ 	��  � 	����  � 1  $
��  � 

Έστω �� (  ��.  Επειδή η 	�  είναι γνησίως αύξουσα έχουµε 	��  ( 	��  ⇔  	����� 1  $
��  � ( 	����� 1  $
��  � 
⇔  T$
�� �U (  T$
��  �U 

µε  g την συνάρτηση του ερωτήµατος Α, η οποία είναι γνησίως αύξουσα 
στο διάστηµα [0, +∞), στο οποίο παίρνει τιµές η $.  Εποµένως   T$
�� �U (  T$
��  �U⇔ $
��  � ( $
��  �. 
Αποδείξαµε, λοιπόν, ότι για κάθε x�, x� G 0,  

αν  �� (  ��, τότε  $
��  � ( $
��  � 
 που σηµαίνει, ότι η  $  είναι γνησίως αύξουσα. 

 
γ. Η $ ως γνησίως αύξουσα, είναι 1 1 1, άρα έχει αντίστροφη. 

Πάλι η $, ως γνησίως αύξουσα και συνεχής, έχει σύνολο τιµών το 
διάστηµα: VW $
0�, ������∞$
��VX 

•   Η σχέση  	���� �  $
�� � 	� επειδή $
��≥ 0 δίνει  	����≥  	� ⇔ $
�� ≥  � 
 Επειδή  ������∞� � � ∞ 
είναι  ������∞  $
�� � � ∞ 
•  Για x = 0 πάλι από την 	���� �  $
�� � 	�    παίρνουµε  	���� �  $
0� � 1. 
Έτσι, το $
0� είναι λύση της εξίσωσης ex = x + 1. Από το ερώτηµα Α. η 
εξίσωση αυτή έχει µοναδική λύση x = 0, που συνεπάγεται, ότι  Y
Z� � Z      
I� 
 
Εποµένως η $ έχει σύνολο τιµών το διάστηµα 
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VW $
0�, ������∞$
��VX � 60, �∞� 
 
Έστω   y = f (x)  µε  x G 0. Από την 	���� �  $
�� � 	� έχουµε:  	� �  H � 	�  ⇔  	�  �  	� 1  H  
Η τελευταία εξίσωση έχει λύση ως προς x G 0, αφού  	� 1  H G 1. 
Τότε: 	�  �  	� 1  H ⇔ � � ln
	� 1 H�  
Για την τιµή αυτή του x είναι  f (x) = y. Πραγµατικά 	�����������  1 $
ln
	� 1 H�� � 	�������� � 	� 1 H 
Η g ως γνησίως αύξουσα στο 60, �∞� είναι 1-1, έτσι $
ln
	� 1 H�� � H 
Άρα: $��
�� � ln
	� 1 �� , �∈ 60, �∞�   

 
δ. Για x = 0 από την (1) παίρνουµε:   3 	����5M �

�
� 3 6$
M� � 	�7�

�
5M � $
�� 1 1 ⇔$
�� 1 1 � 0 ⇔  Y
\� � R   
J� 

Για την συνάρτηση  f  εφαρµόζεται το Θεώρηµα Μέσης Τιµής του 
διαφορικού λογισµού στο διάστηµα [0, α], α > 0, γιατί είναι συνεχής σε 
αυτό και παραγωγίσιµη στο αντίστοιχο ανοιχτό διάστηµα, ως 
παραγωγίσιµη από υπόθεση στο 
0, �∞� . Εποµένως υπάρχει ένα 
τουλάχιστον, ξ∈(0, α) µε  $
�� 1 $
0�� 1 0 � $ ′
]�  
ή  λόγω των (2) και (3):    1 1 0� � $ ′
]�   ή  � $ ′
]� � 1.  


