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∆ιάρκεια Εξέτασης: 2 ώρες 
 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 
 

ΘΕΜΑ A 

 

Α1. Απόδειξη (βλέπε σχολικό σελ. 135) 

 

Α2. Σχολικό σελίδα 97. 

 

Α3. Για την x)x(f α=  έχουµε: 

• πεδίο ορισµού το ℜ=A  

• σύνολο τιµών το ),0(B ∞+= . 

Για την xlog)x(g
α

= , µε 10 ≠α<  έχουµε: 

• πεδίο ορισµού το ),0( ∞+=Α  

• σύνολο τιµών το ℜ=Β  

 

Α4. α. ΛΑΘΟΣ  

β. ΛΑΘΟΣ 

γ. ΛΑΘΟΣ 

δ. ΣΩΣΤΟ 

ε. ΛΑΘΟΣ  
 

ΘΕΜΑ Β 

Έχουµε 1x22)x(f −συν=  

Β1. Αφού 
2

1x21 ⇔≤συν≤−   
1

2x222

−

⇔≤συν≤−  

⇔≤−συν≤− 11x223  

).0(f)x(f
2

f ≤≤






 π
 Έτσι έχουµε 1fmax = , 3fmin −= . 
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Η περίοδος της f είναι ⇔
π

=

2

2
T π=T  

 

Β2. ⇔
π

συν=συν⇔=συν⇔=−συν⇔=

3
x2

2

1
x201x20)x(f  

⇔
π

±κπ=

3
2x2 z,

6
x ∈κ

π
±κπ=  

Αφού  ⇔π≤
π

+κπ≤⇔π≤≤ 2
6

02x0   

z

6

11

6

1

6

11

6

∈κ

⇔≤κ≤−⇔
π

≤κπ≤
π

−  

• ⇒=κ 0
6

x
π

=  

• ⇒=κ 1
6

7
x

π

=  

Αφού ⇔π≤
π

−κπ≤⇔π≤≤ 2
6

02x0  

z

6

13

6

1

6

13

6

∈κ

⇔≤κ≤⇔
π

≤κπ≤
π

 

• ⇒=κ 1
6

5
x

π
=  

 

• ⇒=κ 2
6

11
x

π

=  

 

Έτσι η 
f

C τέµνει τον xx′  στα σηµεία: ,0,
6

A 






 π
,0,

6

7







 π
Β 







 π
Γ 0,

6

5
και 








 π
∆ 0,

6

11
. 

 

Β3. Υπολογίζουµε: 

• 131
2

3
21

6
2

12
f −=−⋅=−

π
συν⋅=







 π
 

• 131
2

3
21

6
21

6
21

6

5
2

12

5
f −−=−⋅−=−

π
συν⋅−=−







 π
−πσυν⋅=−

π
συν⋅=







 π
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• 01
2

1
21

3
2

6
f =−⋅=−

π
συν⋅=







 π
 

• f 2 1 2 0 1 1
4 2

π π 
= ⋅συν − = ⋅ − = − 

 
 

Έτσι 
( ) ( )

=
−−

+−−⋅−
=Κ

)1(1

01313 ( ) ( )
=

+⋅−−

2

1313 ( )
=

−

=

−−

2

2

2

13
2

2

1−  

 

ΘΕΜΑ Γ 

 

Γ1. Έχουµε P(x) = x
3
 + αx

2
 + βx + γ 

• 32242424824)2(P =γ+β−α⇔=γ+β−α+−⇔=−  (1) 

• ⇔= 8)0(P 8=γ  

• 1010)1(P −=γ+β+α⇔=γ+β+α+⇔=  (2) 

Έτσι {
8(1) 4 2 24 4 2 24

6 6 1
(2) 29 2 2 18

= − = − = 
⇒ ⇔ + = ⇔ = 

⋅+ = − + = − 

aγ α β β
α α

α β α β
 

(2) 1 8 1β⇒ + + = − ⇔ 10−=β  

 

Γ2. α) Το πολυώνυµο γίνεται: f(x) = x
3
 + x

2
 + 10x + 8. Με το σχήµα Horner για 

x = 1 βρίσκουµε: 

 

 

 

 

 

 

Οπότε η εξίσωση f (x) 0=  γίνεται 
2

(x 1)(x 2x 8) 0− + − = , εποµένως 

x 1 0 x 1− = ⇔ =  ή 
2

x 2x 9 0 x 2 ή x 4+ − = ⇔ = = − . Άρα οι ρίζες της 

εξίσωσης f (x) 0=  είναι οι 4 , 1 , 2− . 

 

β) Η γραφική παράσταση της f βρίσκεται κάτω από τον άξονα x x′ , όταν 

f (x) 0< . 

Η ανίσωση f (x) 0<  αληθεύει όταν x ( , 4) (1,2)∈ −∞ − ∪ . 

1 1 -10 8 x=1 

 1 2 –8  

1 2 –8 0  
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Γ3. 
x 4 2

f (x) f (x) f ( x) 18

+
≤

+ − −

 (1) 

Είναι 
3 2 3 2f ( x) ( x) ( x) 10( x) 8 x x 10x 8− = − + − − − + = − + + + , εποµένως 

f (x) f ( x) 18+ − − =   
3 2 3 2 2 2x x 10x 8 x x 10x 8 18 2x 2 2(x 1)= + − + − + + + − = − = − . 

Πρέπει f (x) 0 x 4,1,2≠ ⇔ ≠ −  και 
2 2f (x) f ( x) 18 0 2(x 1) 0 x 1 x 1+ − − ≠ ⇔ − ≠ ⇔ ≠ ⇔ ≠ ± , εποµένως συνολικά 

οι περιορισµοί είναι x 4, 1,1,2≠ − −  η ανίσωση (1) γίνεται: 

3 2 2

x 4 2 x 4 2
0 0

f (x) f (x) f ( x) 18 x x 10x 8 2(x 1)

+ +
− ≤ ⇔ − ≤ ⇔

+ − − + − + −

 

 

x 4 2 1 1
0 0

(x 4)(x 1)(x 2) 2(x 1)(x 1) (x 1)(x 2) (x 1)(x 1)

+
⇔ − ≤ ⇔ − ≤ ⇔

+ − − − + − − − +

 

x 1 (x 2) x 1 x 2 3
0 0 0

(x 1)(x 1)(x 2) (x 1)(x 1)(x 2) (x 1)(x 1)(x 2)

+ − − + − +
⇔ ≤ ⇔ ≤ ⇔ ≤ ⇔

− + − − + − − + −

 

3(x 1)(x 1)(x 2) 0⇔ − + − ≤ . 

Είναι x 1 0 x 1 , x 1 0 x 1 , x 2 0 x 2− ≤ ⇔ ≤ + ≤ ⇔ ≤ − − ≤ ⇔ ≤  

 

Η ανίσωση αληθεύει όταν x ( , 4) ( 4, 1) (1,2)∈ −∞ − ∪ − − ∪ . 

x  −∞   4−   1  2  +∞  

x 1−   −     | −  0 + | +  

2
x 2x 8+ −   +   0 −  | −  0 +  

f (x)   −    0 + 0 −  0 +  

x  −∞   4−   1−   1  2  +∞  

x 1−   −     || −     | −  0 +  | +  

x 1+   −     || −    0 +  | +  | +  

x 2−   −     || −     | −   | −  0 +  

Γ  −     || −    0 + 0 −  0 +  
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ΘΕΜΑ ∆ 

∆1. α) Είναι 

ln x

ln x ln x

ln x

1 1
f (ln x) 2 2 , x 0

2 2

 = − = − µε > 
 

. 

β) Πρέπει x 0>  και f (ln x) 0> , οπότε ( )
2

ln x ln x

ln x

1
2 0 2 1 0

2
− > ⇔ − >  (αφού 

είναι 
ln x
2 0> ) 

( ) ( )ln x ln x
2 1 2 1 0− ⋅ + >  και επειδή είναι 

ln x
2 1 0+ >  για κάθε x 0> , τότε 

ln x ln x ln x 0
2 1 0 2 1 2 2 ln x 0 ln x ln1 x 1− > ⇔ > ⇔ > ⇔ > ⇔ > ⇔ > . 

Οι ανισώσεις x 0 x 1> και >  συναληθεύουν όταν x (1, )∈ +∞ , εποµένως το 

πεδίο ορισµού της συνάρτησης g είναι το (1, )+∞ . 

 

∆2. Είναι 
3 1 1 x

h(x) ln ln 1 ln 1 ln 1
x x 1 x 2 2

     
= + − + − + + =     

+ +     
 

3 x 1 1 x 2 1 2 x
ln ln ln ln
x x 1 x 2 2

+ − + − +
= + + + =

+ +

 

3 x x 1 x 2
ln ln ln ln

x x 1 x 2 2

+ +

= + + +

+ +

. 

Για x 0>  είναι 
3 x x 1 x 2

0 , 0 , 0 , 0
x x 1 x 2 2

+ +

> > > >

+ +

, 

οπότε 
3 x x 1 x 2 3

h(x) ln ln
x x 1 x 2 2 2

+ + 
= ⋅ ⋅ ⋅ = 

+ + 
. 

 

∆3. Για x 1>  έχουµε  

( ) ln x

ln x

3 3 1 3
h(x) g(x) , ln ln f (ln x) f (ln x) 2

2 2 2 2
= = ⇔ = ⇔ − = . 

Θέτουµε 
ln x

2 0= ω > , οπότε η εξίσωση γίνεται: 

21 3 1
2 3 2 0 2 ή

2 2
ω− = ⇔ ω − ω− = ⇔ ω = ω = −

ω

 

Η τιµή 
1

2
ω = −  απορρίπτεται γιατί 

1
0

2
− < , οπότε 

ln x
2 , 2 2 ln x 1 x eω = = ⇔ = ⇔ = . 

∆4. Είναι 
1 2

1 2

1 1 3 1 1 15
f (1) 2 2 , f (2) 2 4

2 2 2 2 4 4
= − = − = = − = − = , τότε  
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23 15
ln x 2 ln x

2 4

3
6

2

− ⋅
ηµθ = ⇔

⋅

2 23 15 3
ln x ln x (ln x 5ln x)

2 2 2

9 9

− −
ηµθ = ⇔ ηµθ = ⇔  

2
ln x 5ln x

6

−
⇔ ηµθ = . 

Γνωρίζουµε ότι για κάθε θ∈ℝ  ισχύει 1 1− ≤ ηµθ ≤ , οπότε 
2

2ln x 5ln x
1 1 6 ln x 5ln x 6

6

−
− ≤ ≤ ⇔ − ≤ − ≤  µε x 0>  και έχουµε τις 

ανισώσεις: 
2ln x 5ln x 6 (1)− ≥ −  και 

2ln x 5ln x 6 (2)− ≤  
2(1) : ln x 5ln x 6 0− + ≥ , θέτουµε ln x = ω , οπότε 

2
5 6 0ω − ω+ ≥  Οι ρίζες του 

τριωνύµου 
2

5 6ω − ω+  είναι οι 2 , 3ω = ω =  

 

 

 

 

 

Η ανίσωση 
2

5 6 0ω − ω+ ≥  αληθεύει όταν 2 ή 3ω ≤ ω ≥ , οπότε 

ln x 2 ή ln x 3≤ ≥ ⇔  
2 3 2 3ln x lne ή ln x lne x e ή x e⇔ ≤ ≥ ⇔ ≤ ≥  και αφού πρέπει x 0>  τότε 

2 3x (0,e ] [e , )∈ ∪ +∞ . 
2(2) : ln x 5ln x 6 0− − ≤ , θέτουµε ln x = ϕ , οπότε 

2
5 6 0ϕ − ϕ− ≤ . Οι ρίζες του 

τριωνύµου 
2

5 6ϕ − ϕ−  είναι οι 1 , 6ϕ = − ϕ =  

 

 

 

 

 

Η ανίσωση 
2

5 6 0ϕ − ϕ− ≤  αληθεύει όταν 1 6− ≤ ϕ ≤ , οπότε 1 ln x 6− ≤ ≤ ⇔  

1 6 6 61 1
ln e ln x ln e x e x ,e

e e

−
 

≤ ≤ ⇔ ≤ ≤ ⇔ ∈  
 

Οι ανισώσεις (1) και (2) συναληθεύουν όταν 2 3 61
x ,e [e ,e ]

e

 
∈ ∪  

. 

      ω  −∞   2  3  +∞  

2
5 6ω − ω+   + 0 −  0 +  

ϕ  −∞   1−   6  +∞  

2
5 6ϕ − ϕ−  

 + 0 −  0 +  


